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We show how to use effective non-vanishing to prove that Seshadri constants 
of some ample divisors are bigger than 1 on smooth threefolds whose anti- 
canonical bundle is nef or on Fano varieties of small coindice. We prove the 
non-vanishing conjecture of Kawamata in dimension 3 in the case of hne 
bundles of "high" volume. 

1 Introduction 

Introduites par Demailly dans |Dem92| . les constantes de Seshadri mesurent en un 
point la positivité d'un fibré en droites. Si X est une variété projective complexe, L un 
fibré en droites nef et x G X un point lisse, on définit la constante de Seshadri de L en 
X par 

L • C 

e(X,L;x) = inf — — . 

x£Ccx multi,. C 

Leur introduction fut à l'origine motivée par des applications en vue de la conjecture de 
Fujita. Elles jouissent de nombreuses propriétés, dont on trouvera un exposé au chapitre 
5 du livre de Lazarsfeld ( |Laz04aj ). Bien que pouvant être arbitrairement petites, il 
est conjecturé que les constantes de Seshadri d'un diviseur gros et nef sur une variété 
projective sont minorées par 1 pour tout point en position très générale, c'est-à-dire en 
dehors d'une union dénombrable de sous- variétés strictes. 

Conjecture 1.1 ( |Laz04â] . conjecture 5.2.4) Soit X une variété projective, L un 
diviseur gros et nef sur X . Alors 

e{X,L;x) ^ 1 
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pour tout point x £ X en dehors d'une union dénomhrahle de sous-variétés strictes de 
X. 

A l'heure actuelle, on dispose de la minoration suivante : 

Théorème 1.2 (Ein, Kiichle, Lazarsfeld, [EKEM]) SoitX une variété projective de 
dimension n et L un diviseur gros et nef sur X. Pour tout point en position très générale 
X £ X , on a 

e{X,L;x) ^ -. 

n 

Dans le cas des fibrés en droites amples, il existe une amélioration due à Nakamaye 
|Na,kn5| de l'ordre de 4. D ans le cas particulier de la dimension 3, l'amélioration est 
plus substantielle. 

Théorème 1.3 (Nakamaye, [Nak05j theorem 0.2) SoitX une variété projective de 
dimension 3 et A un diviseur ample sur X. Pour tout point en position très générale 
X £ X , on a 

e{X,A;x) ^ ^. 

On prouve dans la suite de cet article une minoration optimale des constantes de 
Seshadri pour "beaucoup" de diviseurs amples en dimension 3. 

Théorème 1.4 SoitX une variété projective de dimension 3. 

1. Supposons X lisse et son diviseur anticanonique nef. Soit L un diviseur ample sur 
X . Pour tout point x en position très générale sur X , la constante de Seshadri de 
L en X vérifie 

e{X,L;x) ^ 1. 

2. Supposons X à singularités canoniques et son diviseur canonique nef. Soit L un 
diviseur gros et nef sur X . Pour tout point x en position très générale sur X, la 
constante de Seshadri de Kx + L en x vérifie 

e{X,Kx+L;x) ^ 1. 

3. Supposons X lisse, L un diviseur ample tel que le diviseur 

A = L-Kx 

soit ample et vérifie ^/~^ > 3. 

On a alors pour tout point x en position très générale sur X 

eiX,L;x) ^ 1. 

Si de plus X n'est pas uniréglée, on peut se contenter de supposer que ^ 3. 

En dimension supérieure, le même type de technique permet d'obtenir un résultat 
similaire pour les variétés de Fano d'indice grand. 
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Théorème 1.5 Soit X une variété projective de dimension au moins 3, presque de Fano, 
factorielle, à singularités terminales et L un diviseur ample sur X . Supposons que 

-Kx = {n-c+l)H 

pour un diviseur entier H et un entier c ^ 3. Pour tout point x en position très générale, 
on a 

e{X,L;x) ^ 1. 

Il est aussi possible de minorer les constantes de Seshadri du diviseur fondamental des 
variétés de Fano de dimension 4. 

Théorème 1.6 Soit X une variété de Fano lisse de dimension 4, H un diviseur ample 
vérifiant —Kx ~ rH pour un entier r alors pour un point x en position très générale, on 
a 

e{X,H;x) ^ 1. 

Les constantes de Seshadri mesurent une propriété de positivité forte mais asympto- 
tique d'un fibré en droites. Les résultats précédents sont obtenus à l'aide d'une propriété 
de positivité plus faible mais non asymptotique : l'existence d'une section globale non 
nulle d'un fibré en droites. En dimension 3 on est ainsi à même de se ramener au cas des 
surfaces (voir le lemme 14.111) . 

Une telle propriété de non-annulation ne peut être espérée pour un fibré en droites 
ample quelconque, cependant Kawamata a émis la conjecture suivante pour un fibré en 
droites adjoint. On peut à ce sujet remarquer que les diviseurs amples apparaissant aux 
théorèmes 11.41 et 11.51 sont tous adjoints. 

Conjecture 1.7 ( |KawOO| . conjecture 2.1) Soit X une variété projective normale, B 
un 'R.-diviseur effectif sur X tel que {X, B) soit une paire kit et D un diviseur de Cartier 
sur X . Supposons que D soit nef et que H = D — {Kx + B) soit nef et gros. Alors le 
fibré en droites Ox{D) a une section globale non nulle : H^{X,Ox{D)) 7^ 0. 

Dans le cas des courbes, cette conjecture est une simple application du théorème de 
Riemann-Roch. Le cas de la dimension 2 a été prouvé par Kawamata ( |KawOQ| ). 

En dimension 3, seuls des résultats partiels ont été obtenus. Il est bien connu que dans 
le cas des variétés à singularités terminales dont le diviseur anticanonique est nef, la 
pseudo-effectivité de la seconde classe de Chern suffit à établir la conjecture. Comme l'a 
noté Xie dans |Xie04| . différents auteurs ont traité de ce sujet (voir théorème 13.3p . Pour 
une variété lisse de dimension 3, on prouve dans la suite que les diviseurs amples adjoints 
à un Q-diviseur ample de grand volume vérifient la conjecture de Kawamata. 

Théorème 1.8 Soit X une variété projective lisse de dimension 3, L un diviseur ample 
sur X. Supposons que \/T^ > 3 et que Kx + L soit nef. Alors H^{X, 0-^{Kx + L)) 7^ 0. 

On peut noter que la conjecture de Kawamata est une version plus forte d'une conjec- 
ture que Beltrametti et Sommese avaient précédemment énoncée. 
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Conjecture 1.9 ([BS95j, conjecture 7.2.7) Soit X une variété projective lisse de di- 
mension n, L un diviseur ample sur X . Supposons que le diviseur D = Kx + {n — l)L soit 
nef. Alors le fibré en droites Ox{D) a une section globale non nulle : H^{X, Ox{D)) 7^ 0. 

Un corollaire immédiat du théorème 11.81 est le résultat suivant. 

Corollaire 1.10 Soit X une variété projective lisse de dimension 3 et L un diviseur 
ample sur X vérifiant \flJ' > |. Alors le fibré en droites Ox{Kx + 2L) a une section 
globale non nulle : 

H\X,Ox{Kx + 2L))^Q. 

Mentionnons que la conjecture de non-annulation de Beltrametti et Sommese a été 
récemment prouvée en dimension 3 par Fukuma dans |Fuk06| . 

Pour les variétés de dimension supérieure à 3, la conjecture de Kawamata ne permet 
pas de se ramener à une situation où il existe une minoration optimale des constantes de 
Seshadri (le cas les surfaces). Il existe cependant pour les variétés de Fano une conjecture 
plus ancienne, la conjecture des éléphants de Reid. Cette conjecture postule l'existence 
de membres effectifs peu singuliers dans le système linéaire du diviseur fondamental de 
la variété de Fano, c'est-à-dire du plus petit diviseur ample entier dont le diviseur antica- 
nonique est un multiple. Pour les variétés dont le diviseur anticanonique est un multiple 
suffisamment grand de ce diviseur fondamental, on peut ainsi minorer les constantes de 
Seshadri du diviseur fondamental par récurrence sur la dimension, en se restreignant à 
ce membre peu singulier (proposition 14.24( 1 . 

En dimension 3 comme en dimension supérieure, les constantes de Seshadri de certains 
diviseurs amples ne peuvent pas être minorées de façon optimale en utilisant un résultat 
de non-annulation. Pour un tel diviseur ample A, on étudie les arêtes du cône de Mori 
{Kx + ^)-négatives et on utilise les résultats de classifications connus dans ces cas. 

Remerciements. Je remercie vivement Laurent Bonavero pour l'aide et le soutien qu'il 
m'a apportés tout au long de ce travail. 

2 Le cadre 

Dans la suite de cet article, toutes les variétés considérées seront supposées complexes. 
Si le contraire n'est pas spécifié, elles seront de plus supposées projectives. 

2.1 Diviseurs et systèmes linéaires 

Un diviseur de Weil sur une variété normale est une somme formelle finie à coeffi- 
cients entiers d'hypersurfaces. Un diviseur de Cartier est une section globale du faisceau 
K*x/0*x- On notera "=" l'équivalence numérique entre diviseurs de Cartier, "~" l'équiva- 
lence linéaire. Une somme formelle finie d'hypersurfaces -D = X] ^i-^j dont les coefficients 
sont des rationnels est appelée un Q-diviseur de Weil. Si un multiple non nul de ce divi- 
seur est un diviseur de Cartier, on dira que c'est un Q-diviseur de Cartier. Lorsque l'on 
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voudra insister sur le fait qu'un diviseur de Weil est à coefficients entiers, on dira qu'il 
est entier. 

On note "'^q" la Q-équivalence linéaire : deux (Q-diviseurs de Cartier Di et D2 sont 
linéairement équivalents s'il existe un entier m > tel que mDi et soient des 

diviseurs de Cartier entiers vérifiant mDi ~ mD2. On peut définir l'intersection d'un 
(Q-diviseur de Cartier D avec une courbe en posant D ■ C = ^{mD) ■ C pour un entier 
m tel que mD soit un diviseur de Cartier entier. 

Un (Q-diviseur de Cartier D ou un fibré en droites sur une variété X est dit nef si son 
intersection avec toute courbe est positive, gros si h?{X,Ox{kD)) ~ ak"^^™-^ pour un 
réel a > et pseudo-effectif si sa classe numérique appartient à l'adhérence du cône des 
diviseurs gros dans N^{X)^ (défini plus bas). On définit le volume d'un (Q-diviseur de 
Cartier D par 

r h\X,Ox{kmD)) 

VOllD) = limSUp — r^r SFITT- 

pour un entier > tel que kD soit Cartier. 

Le lieu de base ensembliste d'une série linéaire V sera noté Bs(F), l'idéal de base de 
cette même série linéaire sera noté b(F). 

Un diviseur de Cartier D sera dit adjoint s'il est de la forme D = Kx + A pour un 
(Q-diviseur de Cartier ample A. On définit de même un fibré en droites adjoint. 

Une propriété "locale" et l'expression "localement" feront toujours référence à la topo- 
logie de Zariski. 

On définit la relation d'équivalence numérique pour les courbes, qu'on notera aussi "=" 
par Cl = C2 si et seulement s.\ D ■ Ci = D ■ C2 pour tout diviseur de Cartier D sur X . 

On note N^(^X)'^ le quotient par la relation d'équivalence numérique du Z-module 
libre engendré par les diviseurs de Cartier. On note Ar^(X)(Q = iV^(X)a (g)^ (Q, et 
= N'^{X)-E ®% IR" On construit de manière similaire Ni{X)^ et A^i(X)(q, les 
produits tensoriels par R et (Q du quotient par la relation d'équivalence numérique du Z- 
module libre engendré par les courbes irréductibles de X. Le cône convexe engendré dans 
-^i(-'^)r par les classes de courbes effectives sera noté NE(X). Son adhérence sera notée 
NË(X). Si D est un (Q-diviseur de Cartier sur X, on note NË(X)d^o (resp. NË(X)x;^o) 
la partie du cône s'intersectant positivement (resp. négativement) avec le (Q-diviseur D. 

Un invariant important d'une arête i^x-négative R du cône de Mori NE(X) est sa 
longueur, c'est-à-dire l'entier 

1{R) = mm{-Kx ■ C\[C] £ R et C est rationnelle}. 

On aura besoin par la suite de la notion de paire. 



2.2 Langage des paires 

Une paire est un couple {X, A) où X est une variété projective normale de dimension 
n et A un (Q-diviseur de Weil dont les coefficients sont tous compris, au sens large, entre 
et 1. On dit que le diviseur A est une frontière. On requiert de plus que Kx + A 
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soit Q-Cartier, le diviseur canonique Kx étant n'importe quel diviseur de Weil dont la 
restriction à la partie lisse de X est le diviseur d'une n-forme régulière. 

Une log-résolution d'une paire {X, A) est un morphisme propre, birationnel f : Y ^ X 
tel que Y soit lisse, Exc(/) soit un diviseur et Exc(/) U Supp(/^^^A) soit un diviseur à 
croisement normaux simples. 

Pour une log-résolution f : Y ^ X d'une paire {X, A), on définit le Q-diviseur de dis- 
crépance ^ a{X, A, E)E comme le diviseur vérifiant Ky = /*(irjs: + A) + ^ a(X, A, E)E 
où la somme porte sur tous les diviseurs irréductibles E C Y. Pour rendre ce divi- 
seur unique, on suppose qu'un diviseur E non-exceptionnel vérifie a{X, A,E) ^ si et 
seulement il existe un diviseur premier D sur X, de coefficient d ^ dans A vérifiant 
E = f-^D. Dans ce cas on demande de plus que a{X, A, E) = —d. 

Les singularités de la paire {X, A) peuvent être classées selon les coefficients a{X, A, E), 
appelés discrépances du diviseur E. Ces dernières ne dépendent pas de la log-résolution 
choisie. 

On définit la discrépance de {X, A) par : 

discrep(X, A) = mî{a{X, A, E) \ E est un diviseur exceptionnel au-dessus de X}. 

E 

On dit que la paire {X, A) est : 

— terminale si discrep(X, A) > ; si A = la variété X est dite à singularités termi- 
nales, 

— canonique si discrep(X, A) ^ ; si A = la variété X est dite à singularités 
canoniques, 

— log-terminale ou kit (pour Kawamata log-terminale) si discrep(X, A) > —1 et la 
partie entière de A, [A], vaut (A est une frontière stricte), 

— purement log-terminale, abrégé en plt, si discrep(X, A) > —1, 

— log-canonique, abrégé en le, si discrep(X, A) ^ —1. 

Une paire {X,A) log-canonique est dite de Fano si le (Q-diviseur de Cartier —{Kx + A) 
est ample. Si le diviseur —{Kx + A) est seulement gros et nef, on dira que {X,A) est 
presque de Fano. Une paire sera dite de Calabi-Yau si Kx -|- A = et de type général si 
Kx + A est gros. 

Pour une paire presque de Fano (X, A), on appelle indice de la paire A) le plus 
grand rationnel r tel que —{Kx -|- A) = rH pour un diviseur de Cartier entier gros et nef 
H. Un tel diviseur est appelé un diviseur fondamental de la paire {X, A). Il est unique à 
équivalence numérique près. Le coïndice de A) est le rationnel n + 1 — r. 

3 Non-annulation effective 

On s'intéresse dans cette section aux résultats d'existence de sections globales non 
nulles pour certains fibrés en droites adjoints amples. Le point de vue adopté ici est 
tourné vers les applications à la positivité locale. On prouve la conjecture de Kawamata 
en dimension 3 dans le cas des diviseurs gros et nefs adjoints à un diviseur ample de "grand 
volume" à la sous-section 13.31 les autres sous-sections consistant en quelques rappels. 
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3.1 Pseudo-effectivité de la seconde classe de Chern 

Il est bien connu que la pseudo-efFectivité de C2{X) implique la conjecture de non- 
annulation dans le cas des variétés de dimension 3 dont le diviseur anticanonique est 
nef. 

Lemme 3.1 Soit X une variété projective à singularités terminales de dimension 3 dont 
le diviseur anticanonique est nef et dont la deuxième classe de Chern est pseudo-effective. 
Tout fibré en droites L gros et nef sur X a une section globale non nulle. 

Démonstration D'après le théorème d'annulation de Kawamata-Viehweg, le diviseur 
—Kx étant nef, la cohomologie supérieure de Ox{L) est nulle. On en déduit grâce au 
théorème de Riemann-Roch que h?{X,Ox{L)) = x{^x{L)) = deg(ch(L) • td(rx))3, où 
le 3 en indice indique qu'on ne prend que la composante en degré 3 du produit. On a 
alors (voir |Har77| p. 432]) 

h\X, Ox{L)) = \cl{L) + ^ci(X) • cl{L) + ^ci(L) • {c\{X) + c^iX)) + x{Ox). 

Or d'après |Kaw86| . lemma 2.2 et lemma 2.3 (voir plus généralement l'ensemble de la 
section 2, on pourra aussi consulter |Rei87j section 8) on a x{Ox) ^ ^ci(X) • C2(X), 
d'où 

h\X, Ox{L)) ^ \éi{L) + \c,{X) . c?(L) + lci(L) • {c\{X) + c^iX)) + lci(X) • c^iX). 

Puisque (L) > 0, on en déduit que h^{X, Ox{L)) > si les produits qui font intervenir 
C2{X) sont positifs. Par hypothèse, la deuxième classe de Chern C2{X) est pseudo-effective 
et a donc une intersection positive ou nulle avec toute classe nef. □ 

Comme le note Xie dans [Xie04] , depuis Miyaoka, différents auteurs ont traité de la 
pseudo-effectivité de la seconde classe de Chern des variétés dont le diviseur anticanonique 
est nef. Avant d'énoncer ces résultats (regroupés dans le théorème 13.3p . rappelons la 
notion de dimension numérique d'un diviseur. 

Définition 3.2 La dimension numérique u(X,D) d'un diviseur D nef est le plus grand 
entier k tel que ^ 0. La dimension numérique i^iX) de X est la dimension numérique 
de —Kx- 

Théorème 3.3 Soit X une variété projective à singularités terminales de dimension 3. 
Dans les cas suivants, la seconde classe de Chern de X est pseudo-effective : 

- u{X) = (Miyaoka, fMyÏÏ^ theorem 1.1), 

- u{X) = 1 (Keel, Matsuki et McKernan, IKMM04^ corollary 6.2), 

- u{X) =2, X lisse et q{X) / (Xie IXieO^^ theorem 3.12 et proposition 2.4), 

- iy{X) = 3 (Kollâr, Miyaoka, Mori et Takaai fKMMTOO^ paoe 5). 

Pour les variétés de dimension 3 minimales, c'est-à-dire à singularités canoniques et 
dont le diviseur canonique est nef, un calcul similaire à celui du lemme 13.11 permet de 
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prouver la conjecture de non-annulation (voir [KawOOj ). Là encore, il s'agit d'utiliser 
le théorème de Riemann-Roch et l'inégalité de Miyaoka sur les classes de Chern de la 
variété. 

Pour une variété de dimension 3 quelconque, il n'est plus possible de procéder ainsi. 
Pour un diviseur adjoint à un diviseur de "grand volume", on va utiliser la sous-adjonction 
de Kawamata pour résoudre le problème sur une sous-variété puis étendre la section 
construite à la variété entière. 

3.2 Idéaux multiplicateurs et sous-adjonction 

On utilisera librement le langage des idéaux multiplicateurs tel que présenté dans 
|Lazn4b| . 

Si on note c = lct{X,D) le seuil log-canonique d'un Q-diviseur effectif D sur une 
variété lisse X, on peut considérer les composantes irréductibles du lieu des zéros de 
l'idéal multiplicateur J{cD). Sous certaines conditions, ces sous- variétés sont normales 
et peuvent être munies d'une structure de paire qui fait apparaître leur (log)-diviseur 
canonique comme la restriction du (log)-diviseur canonique de la paire {X, D). Les rappels 
suivants sont énoncés dans le cadre général des paires (en particulier, on ne suppose pas 
que X est lisse). 

3.2.1 Centres log-canoniques 

Soit [X^D) une paire. On s'intéresse au lieu où la paire {X,D) n'est pas kit. On note 
nklt(X, D) = {x\{X,D) n'est pas kit au voisinage de x). 

Définition 3.4 (Centre de singularités log-canoniques) On appelle centre de sin- 
gularités log-canoniques l'image W dans X d'un diviseur irréductible de discrépance — 1 
sur un modèle birationnel de X, telle que la paire {X, D) soit log-canonique au point 
générique de W . 

On peut remarquer que si la paire {X,D) est kit, il n'existe pas de centre de singula- 
rités log-canoniques. Plus exactement, si {X,D) est log-canonique, nklt(X, Z?) est égal à 
l'union des centres de singularités log-canoniques de X. 

Pour une paire log-canonique, ces centres sont en nombre fini. En considérant une log- 
résolution / : X' — > X de la paire [X, D), on les obtient comme l'image d'une intersection 
quelconque de diviseurs de discrépance —1. 

Définition 3.5 (Centre maximal, centre minimal) On définit un centre de singu- 
larités log-canoniques maximal comme un élément maximal pour l'inclusion. On définit 
un centre de singularités log-canoniques minimal comme un élément minimal pour l'in- 
clusion. 

Parmi les centres minimaux, on peut considérer la classe a priori beaucoup plus res- 
treinte des centres de singularités log-canoniques exceptionnels. 
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Définition 3.6 (Centre de singularités log-canoniques exceptionnel) Soit {X, D) 
une paire log- canonique, f : X' ^ X une log-résolution de la paire {X,D). Un centre de 
singularités log-canoniques W est dit exceptionnel si les deux propriétés suivantes sont 
vérifiées : 

i. il existe un unique diviseur Ew de discrépance —1 sur X' dont l'image dans X est 
W, 

a. pour tout diviseur E' ^ Ew sur X' de discrépance —1, f{E') CiW = f/}. 

On remarque qu'un centre de singularités log-canoniques exceptionnel est une compo- 
sante connexe du lieu non- kit de la paire {X,D). Cette dernière propriété nous sera fort 
utile pour construire des sections non nulles de fibrés en droites sur le lieu non-klt de 
certaines paires {X,D). 

De plus, l'image dans X' de l'intersection de deux diviseurs de discrépance —1 étant 
un centre de singularités log-canonique, un centre de singularités log-canoniques minimal 
vérifiant la première propriété de la définition précédente est exceptionnel. 

3.2.2 Un lemme de perturbation : le "tie-breaking" 

Les centres de singularités log-canoniques exceptionnels paraissent très spéciaux parmi 
les centres minimaux, il n'en est en fait rien lorsque la paire {X, 0) est kit comme le 
montre le théorème suivant. Ce résultat est attribué à Miles Reid ( |Rei83j . 1.4) par Jânos 
Kollâr dans |Koin7j . La version énoncée ici l'est sous une forme légèrement plus forte que 
dans [Kol07j . Cependant, la preuve est similaire. 

Théorème 3.7 (voir par exemple |Kol07| . proposition 8.7.1) Soit {X,A) une 
paire kit et D un Q-diviseur Q-Cartier effectif tel que {X,A + D) soit log-canonique 
et non kit. On note W un centre de singularités log-canoniques minimal pour la paire 
{X, A -\- D) et H un diviseur de Cartier ample sur X. 

Pour tout rationnel 1^ r > Q, il existe des rationnels ^ ci ^ r et ^ C2 ^ r et un 
diviseur effectif A ~(q ciH tels que la paire (X, A-|-(l — C2)-D-|-^) soit log-canonique etW 
soit un centre de singularités log-canononiques exceptionnel pour (X, A -|- (1 — C2)-D -|-^). 

Démonstration Si W est de codimension 1, alors W est exceptionnel pour la paire 
{X, A-\-D)^ c'est-à-dire ci = C2 = et = 0. On peut donc supposer que codim(M^) > 1. 

La première étape consiste à rendre le centre W maximal. Pour cela on pose Di = 
(1 — e)D pour un rationnel e suffisamment petit. La paire (X, A -|- Di) est kit. On choisit 
maintenant un (Q-diviseur de Cartier ample Ai ~(q H très général parmi ceux contenant 
W . Plus précisément, on suppose que ce diviseur Ai ne contient pas de centre de sin- 
gularités log-canoniques de (X, A -\- D) contenant strictement W . Il existe un rationnel 
oi tel que (X, A + Di + aiAi) soit log-canonique mais non kit au point général de W , 
c'est-à-dire que W soit un centre de singularités log-canoniques maximal pour la paire 
(X, A -|- Di -|- aiAi). On peut remarquer que ai — > lorsque e ^ 0. 

On peut donc supposer dès maintenant que W est un centre de singularités log- 
canoniques maximal pour la paire (X, A -|- D). En particulier, tout diviseur sur une 
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log-rcsolution de {X, A + D) de discrépance —1 pour {X, A + D) et dominant W a son 
image égale à W. 

Soit fx : X' ^ X une log-résolution de (X,A + D). On va construire un (Q-diviseur 
ample sur X' qui va nous permettre de garder un seul diviseur exceptionnel de discrépance 
— 1 au-dessus de W. Toute la difficulté consiste à ce que ce (Q-diviseur ample «vienne 
d'en bas». 

On note ai la discrépance de Ei pour la paire {X, A + D), di le coefficient de Ei dans 
le (Q-diviseur ^*D. 

On commence par construire un diviseur ample sur X' . Pour un diviseur F dont le 
support est /x-exceptionnel, on note F'^ la somme réduite des diviseurs /x-exceptionnels 
non inclus dans le support de F. On note i3>exc le diviseur /j,* D — D . Comme son nom 
l'indique D^xc est supporté sur le lieu exceptionnel de 

Pour tout rationnel < e <C 1, le (Q-diviseur ^*Ai — e(Dexc + D^xc) est ample. On 
note B ~Q ^M*Ai — e(-Dexc + D^xc) (Q-diviseur effectif très général. 

On va maintenant modifier légèrement notre diviseur ample B sur X de sorte que 
l'image directe dans X du nouveau diviseur obtenu soit le diviseur recherché. On choisit 
un diviseur Eq sur X' dominant W, de discrépance —1 pour la paire {X,A + D) et de 
coefficient do minimal parmi de tels diviseurs : 

do = min{dj | Ei soit un diviseur de discrépance —1 dominant W et de coefficient di dans 

On peut remarquer que la paire {X,A) étant kit, on a a{Eo,X, A) > —1. On en déduit 
que c?o > puisque a{Eo, X,A + D) = —1. On pose B' ~q B — eEq de sorte que B' soit 
ample, effectif, irréductible et que B' + eEq + £{Dexc + D^xc) soit à croisements normaux 
simples : ceci est possible si e est choisi dès le départ suffisamment petit. 

Par construction, on a 5' -|- eEo + £{Dexc + D^xc) On pose Bx = l^*{B' + 

eEo + £{Dcxc + D^xc))- Ce (Q-diviseur Bx vérifie Bx ~ Ai et est (Q-Cartier. Comme 
IJ.*Bx = B'+E' , avec F' exceptionnel et effectif, et que ijl*Bx B' +eEo+e{Dexc+D^xc) ^ 
on en déduit que fi*Bx = B' + e{Eo + D^xc + D^xc)- 

Pour tout rationnel < a <C 1, montrons qu'il existe un rationnel /? tel que W soit un 
centre de singularités log-canoniques exceptionnel pour la paire (X, A+{l — a)D+l3Bx)- 
On pose 

d'o = 2e 
d'i = e si i ^ 0. 

On a 

Kx'+i^-HA+{l-a)D+pBx) = fi*{Kx+A+{l-a)D+(3Bx)+ Yl {ai+adi-(5d\)Ei. 

Ei fx—exc. 

D'après l'équation précédente, si < a ^ 1, /? = convient : en effet, on a 
ao -|- ado — pdQ = ao = — 1 et 

ai + adi - Pd'i = ai + adi - T^do ai + —do > a^ = -1 
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si Ei est un diviseur dominant W et vérifiant i 7^ et = — 1. Il reste le cas des diviseurs 
Ej dominant W et de discrépance aj > —1. Mais ces diviseurs sont en nombre fini donc 
pour a suffisamment petit, on a aj + adj — (3d'j > — 1. 

Donc £"0 est le seul diviseur de discrépance —1 pour la paire {X, A + (1 — a)D + (3Bx) 
dominant W . De plus W est un centre de singularités log-canoniques minimal pour la 
paire {X, A + (1 — a)D + [3Bx)- Cela conclut la démonstration en posant ci = /3, C2 = a 
et ^ = (3Bx. 

□ 

3.2.3 Sous-adjonction 

Une vaste généralisation du théorème d'adjonction pour les diviseurs lisses, démontré 
par Kawamata dans [Kaw97| et [Kaw98| . permet de munir d'une structure de paire, 
dépendant du (log)-diviseur canonique de {X, D), les centres log-canoniques exceptionnels 
de la paire (X, D). 

Théorème 3.8 ( |Kol07| . theorem 8.6.1) Soit {X,D) une paire log-canonique et W 
un centre de singularités log-canoniques exceptionnel. Soit H un diviseur ample et e > 
un rationnel. 

Alors W est normal et il existe un Q-diviseur effectif D\y sur W tel que : 

1. {W,Dv/) soit une paire kit, 

2. {Kx + D + eH)\w ~q Kw + Dw 

3.3 Diviseurs de grand volume 

On est maintenant à même de démontrer le théorème 11.81 
Démonstration (théorème ll.8p 

On note xq un point de X. D'après l'hypothèse sur le volume de L, il existe un diviseur 
D ~{Q L de multiplicité multa;(, D > 3. On en déduit que le seuil log-canonique de D en 
Xq vérifie c = lct(L';xo) < 1. 

Le Q-diviseur L — cD est donc ample et d'après le théorème d'annulation de Nadel, la 
cohomologie supérieure de Ox{Kx + ®J{cD) est nulle. Si on note V = Z{J{cD))^q^ 
(on peut remarquer que V 7^ X), on a alors une suite exacte 

H\X, Ox{Kx +L)® J{cD)) ^ H\X, Ox{Kx + L)) ^ H\V,Ov{{Kx + L)\y)) ^ 0. 

L'existence d'une section globale non nulle de Ox{Kx + L) découle donc de l'existence 
d'une section globale non nulle de Ov{{Kx + L)\y). Si une composante irréductible de V 
est de dimension nulle, c'est une composante connexe de F et on a alors H^{V, Ov{{Kx + 
L\y)) ^ 0. On en déduit donc que iï°(X, Ox{Kx + L)) / 0. 

Si toutes les composantes de V sont de dimension strictement positive, on va légèrement 
modifier le diviseur D et son seuil log-canonique de sorte que l'une d'entre elles soit un 
centre de singularités log-canonique exceptionnel. 
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Soit W un centre de singularités log-canoniques minimal pour la paire {X,cD). En 
appliquant le théorème 13.71 avec A = 0, iî = L, on obtient que W est un centre log- 
canonique exceptionnel de {X,c'D) pour un rationnel c' < 1. On peut donc appliquer le 
théorème de sous-adjonction (théorème 13. 8|) à la paire {X,c'D). Pour tout rationnel e, il 
existe un Q-diviseur effectif Ayy sur W vérifiant : 

{Kx + c'D + eD) 

La paire {W, ^w) étant kit et de dimension au plus 2, on peut appliquer le théorème de 
non-annulation effective ( |KawOO| theorem 3.1). Le diviseur {Kx + L)\m est nef et 

{Kx + L)\w - {Kw + Aiy) ~Q (1 - c' - e)L\w 

est ample si e est suffisamment petit. Il existe ainsi une section globale non nulle de 
Ow{{Kx + De plus, W étant une composante connexe de y = Z{J'{c' D))^^^, on 

obtient donc une section globale non nulle de Ov{{Kx + L)\y). À l'aide de la suite exacte 
ci-dessus, on en déduit l'existence d'une section globale non nulle de Ox{Kx + L). 

□ 

3.4 Variétés presque de Fano 

Le point essentiel pour la démonstration de la minoration des constantes de Seshadri 
pour le diviseur fondamental de —Kx (proposition l4.24() est l'existence d'une échelle pour 
la paire {X,Ax) ( |Amb99| . main theorem) : 

Théorème 3.9 (Ambro) Soit H un diviseur de Cartier gros et nef sur une variété 
projective normale X de dimension n. Supposons qu'il existe une frontière Ax sur X 
telle que 

1. (X, Ax) soit Ut, 

2. —{Kx + Ajjf) = (n — c + 1)H , pour un rationnel c vérifiant n — c + 1 > 0, 

3. c < 4. 

Alors dim \ H\ ^ n — 1 et\H\ n'a pas de composante fixe. De plus, la paire {X, Ax + S) 
est purement log-terminale pour S G \H\ général. 

En particulier, (5, Ax|g) est une paire presque de Fano de coïndice c si n > c, est 
Calabi-Yau si c = n et est de type général si n < c < n + 1. 

4 Constantes de Seshadri 

On exploite les résultats de non-annulation pour ramener la minoration des constantes 
de Seshadri au cas des surfaces lorsque c'est possible. La théorie de l'adjonction pour les 
variétés ayant des arêtes extrémales de grande longueur permet d'obtenir les minorations 
dans les cas restants. 
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4.1 Variétés de dimension 3 



4.1.1 Rappels lorsque le diviseur anticanonique est nef 

On s'intéressera dans cette sous-section aux variétés lisses de dimension 3 dont le 
diviseur anticanonique est nef et non trivial. On s'attardera plus particulièrement sur les 
variétés de dimension numérique égale à 2 et d'irrégularité nulle. 



Notations et rappels préliminaires La réduction nef définie ci-dessous est une applica- 
tion presque holomorphe. Commençons par définir cette dernière notion. 

Définition 4.1 ( (BCE"'"02) . définition 2.3) Soit XetY des variétés projectives nor- 
males f : X — y une application rationnelle et l'ouvert maximal sur lequel f est 
holomorphe. L'application f est dite presque holomorphe si certaines des fibres de la 
restriction /|xo sont compactes. 

Cette définition équivaut à demander que l'image du lieu d'indétermination de l'appli- 
cation rationnelle / ne domine pas Y. 

Définition 4.2 (Réduction nef) Soit L un fibré en droites nef sur une variété X pro- 
jective normale et de dimension n. La réduction nef de L est une application rationnelle, 
presque holomorphe et dominante f : X --^ B à fibres connexes telle que : 

L L soit numériquement trivial sur toutes les fibres compactes de dimension dimX — 
dimS, 

2. pour un point x £ X en position générale et pour toute courbe irréductible C passant 
par X vérifiant dim/(C) > 0, on ait L ■ C > 0. 



Dans BCE"'"02] . les (nombreux) auteurs ont montré l'existence et l'unicité d'une telle 



réduction nef. 

Théorème 4.3 ((BCHÔ!)) Soit L un fibré en droites nef sur une variété normale 
projective X de dimension n. La réduction nef f : X ---^ B de L existe et est unique à 
équivalence birationnelle de B près. 

La dimension de la variété B dans le théorème précédent est donc un invariant du fibré 
en droites nef L. 

Définition 4.4 La dimension nef n{L) d'un fibré en droites nef L est la dimension de 
l'image de la réduction nef de L. On définit la dimension nef d'un diviseur de Cartier 
nef D en posant n{D) = n{Ox{D))- La dimension nef d'une variété dont le diviseur 
anticanonique est nef est n{X) = n{—Kx). 

On peut comparer la dimension nef d'un diviseur à sa dimension de Kodaira et à sa 
dimension numérique. 
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Proposition 4.5 (Voir |BP04| définition-proposition 1.4) Soit X une variété pro- 
jective lisse et D un diviseur nef. Si on note k{D) la dimension de Kodaira-Iitaka de D, 
v{D) sa dimension numérique et n{D) sa dimension nef alors 

k{D) ^ iy{D) ^ n{D). 

Dans [BP04| . les auteurs étudient la réduction nef du diviseur anticanonique pour les 
variétés de dimension 3 à fibré anticanonique nef et non trivial. En comparant cette 
réduction nef avec les contractions des arêtes du cône de Mori ils en tirent plusieurs 
résultats de classification. Pour les variétés de dimension 3, la réduction nef de —Kx est 
holomorphe. 

Théorème 4.6 r |BP04| . theorem 2.1) Soit X une variété projective lisse de dimen- 
sion 3 dont le diviseur anticanonique —Kx est nef. La réduction nef de —Kx est holo- 
morphe et —Kx est trivial sur chacune de ses fibres. De plus lorsque X est rationnel- 
lement connexe et que n{—Kx) = l ou n{—Kx) = 2 alors —Kx est semi-ample et la 
réduction nef de —Kx est la factorisation de Stein du morphisme induit par un grand 
multiple de —Kx. 

Quelques éléments de classification On commence par rappeler un résultat sur les 
variétés d'irrégularité nulle. 

Proposition 4.7 SoitX une variété projective lisse de dimensions d'irrégularité q{X) = 
et de diviseur anticanonique —Kx nef mais non numériquement trivial (i.e —Kx ^ OJ. 
Si X n'est pas rationnellement connexe alors on a n{—Kx) = 1- 

Démonstration II s'agit de [BP04j . corollary 4.4 et |BP04| . corollary 3.2 combinés 
ensemble. □ 

On s'intéresse maintenant plus spécifiquement aux variétés rationnellement connexes, 
d'irrégularité nulle et de dimension numérique v{X) = 2. On a vu à la proposition 14.51 
que dans ce cas n{X) = 2 ou n{X) = 3. 

Supposons dans un premier temps que n{X) = 2. La réduction nef de —Kx est un 
morphisme f : X ^ B vers une surface B normale. On note iç : X une contraction 
élémentaire de Mori. Il en existe au moins une puisque —Kx ^ 0. On peut remarquer 
que le système linéaire | — Kx\ est non vide : hP{—Kx) ^ 3 (voir |BP04| . page 335). 
Commençons par le cas dimY = 2. Nous n'aurons besoin que du cas d'un fibré en 
coniques dont le discriminant est vide. 

Théorème 4.8 ( |BP04| . theorem 6.6) Avec les notations ci-dessus, supposons que 
dimy = 2. Soit A le discriminant du fibré en coniques ip : X et supposons A = 0. 
Alors (f est un fibré en F"*^ et X = F(i?) pour un fibré vectoriel E de rang 2 sur Y . En 
particulier -Ky est nef. De plus on a soit B = F^, soit B = x ou soit B est 
l'éclatement de F^ en un point et 

1. siB = F2 alors X dV'^ xY est donné par X G |C'p2 (1) S Oy (-i^y)| et K^ > 0, 
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2. si B = X ou si B est l'éclatement de en un point, alors Y est éclaté 
en 9 points de sorte que Y soit munie d'une fibration elliptique g -.Y —>■ et que 
E = g*{0^i{a) © Opi) avec a = oua = l. 

On s'intéresse ensuite au cas dimY = 3. 

Proposition 4.9 (Voir | BP04 ], proposition 6.7) Toujours avec les même notations, 
supposons que dimy = 3. Notons E le diviseur exceptionnel de l'éclatement tp : X ^Y et 
supposons que àmnp{E) = 0. Alors la variété Y est terminale et le diviseur anticanonique 
—Ky est gros et nef. 

Il reste maintenant à considérer le cas des variétés de dimension nef égale à 3. Les 
résultats sur ces variétés sont moins précis mais sont suffisants pour notre propos. On a 
notamment un résultat sur la structure du système linéaire associé au diviseur anticano- 
nique. 

Proposition 4.10 ( |BP04| . proposition 7.2) Soit X une variété projective de dimen- 
sion 3 rationnellement connexe de diviseur anticanonique —Kx nef et vérifiant n{—Kx) = 
3 et v{—Kx) = 2. Alors le système linéaire \ —Kx\ a une partie fixe non vide, c'est-à-dire 
une composante divisorielle de son lieu de hase, que l'on note A. La partie mobile induit 
une fibration / : X — > F^. Si F est une fibre de f alors \ — Kx\ = A-\- \ kF\ avec k ^ 2. 
De plus ^3 = . ^ ^ Q 

4.1.2 Preuves 

Pour les variétés de dimension 3, il est naturel d'essayer de se ramener au cas des sur- 
faces. On dispose en effet pour les surfaces lisses d'une minoration optimale des constantes 
de Seshadri des fibrés en droites amples due à Ein et Lazarsfeld [EL93| . Les résultats de 
cette section sont basés sur le lemme suivant : 

Lemme 4.11 Soit X une variété projective normale de dimension 3 et L un diviseur 
de Cartier gros et nef sur X . S'il existe un diviseur effectif de Cartier D sur X tel que 
L — D soit pseudo-effectif, alors e{L; x) ^ 1 pour tout point x en position très générale. 

Démonstration Si L — D est pseudo-effectif, L — D a une intersection positive avec 
toute courbe mobile sur X. En particulier, il existe une composante irréductible Dq du 
support de D et un ensemble V, intersection dénombrable d'ouverts denses de Dq tels 
que si X G V, toute courbe C passant par x et non incluse dans Dq vérifie {L — D)-C ^ 0, 
c'est-à-dire 

L-C ^ D -C ^ mult^. C. 

Cet ensemble V est construit de la façon suivante : il existe une union dénombrable de 
sous-variétés stricte^ Zj de X qui contient toute courbe ayant une intersection stric- 
tement négative avec L — D. On fixe une composante irréductible Dq du support de 

^On peut par exemple choisir le lieu de base restreint de L — D. 
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D et on considère l'union notée Z des sous- variétés Zi ne contenant pas Dq. On pose 
V = Dq \ Z . L'ensemble V est bien la restriction à Dq d'une intersection dénombrable 
d'ouverts ayant une intersection non vide avec Dq. De plus toute courbe s'intersectant 
strictement négativement avec L — D et non contenue dans Dq est contenue dans Z et 
ne peut donc passer par un point de V. 

Il ne reste donc plus qu'à considérer les courbes incluses dans suppD. Si x est un point 
lisse de suppD et en position très générale dans suppZ?, alors d'après la proposition 14.121 
ci-dessous, on a e(-^^| suppD; 2;) ^ 1 et donc pour toute courbe C incluse dans suppD et 
passant par x on a 

L-C = L\ gupp j5 • C ^ multa; C. 

On en déduit que e(L; x) ^ 1 et par semi-continuité inférieure des constantes de Seshadri 
( |LazQ4aj . Exemple 5.1.11), la minoration vaut pour tout point x en position très générale 
dans X. □ 

Le diviseur D apparaissant dans le lemme précédent n'ayant aucune raison d'être 
lisse, il est nécessaire d'étendre le résultat de Ein et Lazarsfeld à des surfaces singulières 
éventuellement non normales et à des diviseurs gros et nef : 

Proposition 4.12 Soit S une surface projective éventuellement non normale, et L un 
fibré en droites gros et nef sur S. Pour tout point x en position très générale, on a 

e{L-x) ^ 1. 

Démonstration 

Quitte à résoudre les singularités de S on peut supposer S lisse, D reste gros et nef 
sur une résolution des singularités de S. Le diviseur L étant gros, si les constantes de 
Seshadri sont strictement inférieures à 1 en tout point de 5", il existe alors sur S une 
famille non triviale de courbes {Ct)tçA paramétrées par un disque telles qu'en un point 
Xf G Ct, chaque courbe vérifie mult^^^ Ct > L ■ Ct ^ l. On pose m = mult^-i(a;j) Ct pour 
t général. D'après [EL93| . corollary 1.2, on a alors 

^ m{m-l). 

Par le théorème d'indice de Hodge, on a alors 

m{m - 1) ^ {l-i*LfC^ ^ {l^*L ■ Ctf ^ (m - 1)^ 

ce qui est une contradiction si m > 1. □ 

On aura besoin par la suite de la dénombrabilité de l'ensemble des points lisses où 
la constante de Seshadri est petite. La preuve est identique à celle de la proposition 
ci-dessus. 

Proposition 4.13 Soit S une surface projective, éventuellement non normale, et L un 
fibré en droites ample sur S. L'ensemble des points lisses x de S tels que 

e{L;x) < 1 

est au plus dénombrable. 
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Démonstration Supposons qu'il existe sur S une famille non triviale de courbes {Ct)t&A 
paramétrées par un disque telles qu'en un point xt £ Ct, chaque courbe vérifie mult^jj Ct > 
L ■ Ct ^ 1. Supposons de plus que l'ensemble {xt\t G A} soit non contenu dans le lieu 
singulier de S. On choisit une résolution des singularités fj, : S ^ S de sorte que fi soit un 
isomorphisme sur le lieu lisse de S. On considère la transformée stricte Ct de la courbe 
Ct par fi. L'ensemble {xt\t £ A} étant non inclus dans Sing(S'), pour t général, le point 
xt est en dehors du lieu exceptionnel de fi et en ces points on a donc toujours 

<mult Ct. 

On pose m = mult^-i(j.j) Ct pour t général. D'après |EL93j . corollary 1.2, on a alors 

C"^ ^ m{m-l). 
Par le théorème d'indice de Hodge, on a alors 

m{m - 1) ^ {f^*LfC^ ^ {l^*L ■ Ctf ^ (m - 1)^ 

ce qui est une contradiction si m > 1. □ 

Démonstration (Théorème 11. 4L point 1) 

On commence par traiter le cas général, c'est-à-dire {v{X),q{X)) / (2,0). 

On sait d'après le théorème 13.31 que dans ce cas, la deuxième classe de Chern de X est 
pseudo-effective. On en déduit que H^{X, L) 7^ en utilisant le lemme lÏÏTTl En appliquant 
le lemme [4TT] au diviseur ample L et au diviseur effectif D G |L|, on obtient e{L;x) ^ 1. 

En particulier cela montre le résultat pour les diviseurs amples des variétés de Fano 
de dimension 3. 

Il reste donc à minorer les constantes de Seshadri des fibrés en droites amples sur les 
variétés vérifiant {i'{X), q{X)) = (2,0). 

La dimension numérique de X valant viX) = 2, on a n{X) ^ 2 d'après l'inégalité 
de la proposition 14.51 On peut alors déduire de la proposition 14.71 que la variété X est 
rationnellement connexe. 

On distingue deux sous-cas, selon la dimension nef de X. Commençons par le cas 
n{X) = 2. 

Supposons que L + Kx soit nef. Le système linéaire associé au diviseur anticanonique 
étant non vide, pour un élément 5 G | — Kx\ et un point x en position générale sur 
supp S, la constante de Seshadri de L en j; est minorée par 1 : en effet le diviseur L — S 
est nef par hypothèse et il suffit alors d'appliquer le lemme 14.111 à L et S. 

Si L + Kx n'est pas nef, il existe une courbe rationnelle T engendrant une arête 
R = IR,+ • [r] de NE{X)kx<o et vérifiant {L + Kx) • T < 0. Puisque L est ample, on a 
L ■ C ^ 1 pour toute courbe C, donc l'arête R est de longueur au moins 2. On considère 
la contraction extrémale if : X ^ Y associée. 

Commençons par étudier le cas d'une contraction divisorielle. En dimension 3, les 
contractions extrémales divisorielles de longueur au moins 2 sont les éclatements d'un 
point lisse ( |Mor82j . theorems 3.3 et 3.4). La variété Y est alors terminale et de diviseur 
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anticanonique gros et nef (proposition [131). Sa deuxième classe de Chern est donc pseudo- 
effective (théorème 13.31 - point 4) et on en déduit que la seconde classe de Chern de X 
est pseudo-effective ( |Xie04| . lemme 4.7). 
On conclut comme dans le point 1. 

Supposons maintenant que la contraction associée à l'arête ■ [F] soit une fibration. 
Par hypothèse, X n'est pas Fano donc Y ne peut être un point. Si Y est une courbe alors 
p{X) = 2 et donc, d'après |Xie04j . corollary 4.14, C2{X) est pseudo-effective. On conclut 
encore une fois comme au point 1. 

Il reste finalement à traiter le cas où Y est une surface. L'arête IR+ • [F] étant de 
longueur 2, le discriminant de la fibration est vide. La variété X est donc un fibré projectif 
sur Y de la forme F(-E'), pour un fibré vectoriel de rang 2 sur Y (théorème I4.8|l . Plus 
précisément soit X est une hypersurface de x y donnée par les zéros d'une section 
de Oj>2{l)MKy^, soit Y admet une fibration elliptique g : y ^ et X est de la forme 
F(c/*(C'pi(6) © Opi)) avec 6 = ou 6 = 1. 

Dans le premier cas, en écrivant L =(q a/*0(l) -|- ip*D pour un diviseur de Cartier D 
sur y et en considérant l'intersection de L avec une fibre de on montre que a = 1 : 
en effet, l'image d'une fibre ly de (p par / est une droite or ip*D ■ ly = c'est-à-dire 
af*0{l) ■ ly = L ■ ly, et L ■ ly £ N* donc a est un entier. De plus X n'est pas l'une 
des variétés apparaissant au théorème 14.181 : on en déduit que 2L + Kx est nef. Ceci 
combiné au fait que le diviseur L + Kx n'est pas nef et que Kx ■ ly = —2 (en calculant 
par exemple Kx par adjonction), on en déduit que a = 1. On a alors Lp*D nef, puisque 
2L + Kx = 2(p*D est nef. Le diviseur f*0{l) étant effectif, on peut appliquer le lemme 
14.111 à L et f*0{l) et les constantes de Seshadri de L sont donc minorées par 1 en tout 
point en position très générale. 

Dans le second cas, on se donne un diviseur H dans la classe numérique de Op(£;)(l). 
On peut alors écrire L = aH+(p*D pour un diviseur D sur Y et un entier a > 0. Montrons 
que D est ample. Puisque E = g* {O-piih) (B O-pi) , on a un plongement de y ~ V{g*0-pi) 
dans X et H\y = 0. Mais L|p(g.o^j-) est ample donc ^p* D\-pf^g*Q^^-^ est ample, c'est-à-dire 
D est ample. Soit y G y un point tel que e(D; y) ^ 1 (qui existe d'après la minoration des 
constantes de Seshari sur les surfaces, voir [EL93| ) et x G X un point tel que ^p{x) = y. 
Montrons que toute courbe C passant par x vérifie L C ^ mult^; C : si C est une fibre il 
n'y a rien à prouver puisque C est lisse ; sinon, on a alors mult^ C ^ deg (p\c ' multj^ '■PiP) 
et donc mult^,. C ^ (deg (/9|c)(L> • 'p{C)) ^ L • C par la formule de projection. 

Il reste enfin le cas n(X) = 3. 

La seule variété projective lisse de dimension 3 ayant une arête de longueur 4 étant F'^ 
r |CMSBn2j . Corollary 0.3), le diviseur Kx + 3L est nef. 

D'après la proposition l4.10l ci-dessus. la partie mobile du système linéaire anticanonique 
induit un morphisme / : X — > F^. Si on note F une fibre de ce morphisme alors | —Kx\ = 
A+ \kF\, où A est la composante fixe du système et k ^ 2. Soit x un point sur le support 
de A et une fibre de / passant par le point x. Toute courbe C passant par x et non 
incluse dans supp A U supp F^ vérifie 

-Kx -C ^ A-C + kF^-C ^ 3mult^ C 
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et donc L ■ C ^ multa; C puisque 3L + Kx est nef. 

De plus, pour une fibre F lisse intersectant le lieu lisse de supp A, l'intersection supp An 
F étant une courbe, il existe un point x G suppAPlsuppF tel que e{L\^gy^ppp;x) ^ 1 
et supp a; 2;) ^ 1 : ceci découle de la proposition 14.131 les points lisses de F et de 
supp^ ne vérifiant pas cette minoration pour les constantes de Seshadri de L étant 
dénombrables. 

On a donc L ■ C ^ mult^,. C pour toute courbe C passant par x. On en déduit donc 
que e(L; x) ^ 1. 

□ 

On finit par la minoration des constantes de Seshadri pour les fibrés adjoints. 
Démonstration (Théorème 11.41 point 2) D'après |KawQQ] . proposition 4.1, 

et comme dans la preuve du théorème précédent, on en déduit que e{X, Kx + L; x) ^ 1 
pour tout point x en position très générale. 

□ 

Démonstration (Théorème 11.41 point 3) On se ramène au cas d'une surface (voir 

proposition 14. 13|1 en trouvant un membre S G \Kx + L\- 

Si -Vl^ > 3, l'existence de 5 est une application directe du théorème 11.81 

On suppose maintenant que ce qui empêche une application immédiate du 

théorème 11.81 On montre dans ce cas que soit 

£{X, Kx + L;x)^ e{X, L; x) ^ 1 

pour un point x en position très générale, soit il existe un rationnel < t < 1 et un 
Q-diviseur D ~(q tL tel que J{D) / Ox- 

Commençons par montrer que pour un point en position très générale x, 

e{X, Kx +L;x)^ e(X, L; x). 

En effet, puisque Kx est pseudo-effectif, toute courbe passant par un point en position 
très générale x, vérifie Kx • C ^ 0. On a donc {Kx + L) ■ C L ■ C , ce qui implique 
l'inégalité recherchée. 

Soit x £ X un point en position très générale, f : X' ^ X l'éclatement de X en x, E 
le diviseur exceptionnel. Supposons £{X, Kx +L;x) < 1. On note c un rationnel vérifiant 
1 > c > e{X, Kx +L]x). Par hypothèse sur le volume de L, le diviseur f*L — {2 + c)E est 
gros et d'après le choix de c, ce diviseur est non nef. On note d = lct(||/*L — (2 + c)i?||). 
Si d < 1, il existe un rationnel d' < 1 et un Q-diviseur effectif D' ~(q d'{f*L — (2 + c)E) 
tel que J{D') ^ Ox'- D'après la formule de transformation birationnelle des idéaux 
multiplicateurs, ^{f^D') / Ox- Le diviseur f^D' étant Q-linéairement équivalent à d'L, 
en utilisant les mêmes arguments qu'au cours de la preuve du théorème 11.81 on en déduit 
l'existence d'un diviseur effectif S G \Kx + L\- 
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Il reste maintenant le "nouveau" cas, lorsqu'il n'est pas possible de construire facilement 
un diviseur D (1 — a)L vérifiant J{D) / Ox- On vient de voir que cela correspond 
au cas où le seuil log-canonique de (2 + c)£^|| vérifie d = lct(||/*L — (2 + c)£^||) > 1. 

L'idée consiste alors à construire une courbe rationnelle dans X passant par x. La 
variété X n'étant pas uniréglée, on montre ainsi que le "nouveau" cas ne peut avoir lieu 
pour tout X. Pour ce faire, on va construire une frontière A telle que la paire {X', A) soit 
kit et Kx' + A soit non nef. On obtient ainsi par le théorème du cône une contraction, 
le lieu exceptionnel de cette contraction est uniréglé et on verra qu'il est localement 
isomorphe à son image sur X et contient le point x. 

Afin de mettre en lumière l'argument, traitons tout d'abord le cas où 

d = lct(||/*L- (2 + c)£;||) > 1. 

Le rationnel c vérifie c < 1, ce qui, par hypothèse sur L, implique que 2 + c < v^X^. On 
peut donc choisir un (Q-diviseur effectif vérifiant 

A~Q f*L-{2 + c)E. 

Puisque d > 1, on a alors ■^(A) = Ox, autrement dit, la paire (X',A) est kit. 
D'après notre choix de c (on rappelle que c > e{X,Kx + L;x)), le diviseur Kx' + A = 
f*{Kx + L) — cE n'est pas nef. Il existe donc une arête {Kx' + A)-négative. D'après 
le théorème du cône, cette arête peut être contractée et toute courbe dont la classe nu- 
mérique appartient à cette arête est contractée. Le lieu exceptionnel, noté Z, de cette 
contraction est uniréglé. De plus il est distinct de E. En effet, toute courbe contenue 
dans E s'intersecte positivement avec Kx' + A. La restriction de f : X' ^ X k Z est 
donc localement un isomorphisme (en dehors de l'intersection de Z avec E). En par- 
ticulier l'image de Z dans X est uniréglée. Il reste à montrer qu'elle contient le point 
X. Puisque Kx + L est ample, toute courbe dont la classe numérique est sur une arête 
{Kx' + A)-négative a une intersection strictement positive avec E. Donc l'image de Z 
dans X contient x. 

Le cas où cZ = 1 est similaire. Pour un rationnel < a <C 1, on construit 

A~Q il-a)irL-i2 + c)E). 

Là encore, la paire {X',A) est kit. Il reste à montrer que {Kx' + A) n'est pas nef. On a 

Kx' + A = f*{Kx + (1 - a)L) - (1 - a)cE. 

Pour toute courbe C vérifiant {f*{Kx + L) — E) ■ C < 0, il existe < a ^ 1 tel que 

{1 - a){Kx' + A) ■ C < 0. 

Si a est suffisamment petit, il existe donc une arête {Kx' + A)-négative. Le lieu excep- 
tionnel de la contraction associée à cette arête est distinct de E puisque toute courbe 
contenue dans E s'intersecte positivement avec Kx + A. On conclut comme dans le cas 
d>l. 
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Puisque X n'est pas uniréglé, il existe donc un point où la constante de Seshadri de 
Kx + L est minorée par 1. La borne est donc valable en tout point en position très 
générale. 

□ 

4.2 Variétés presques Fano d'indice grand 

4.2.1 Rappels sur la théorie d'adjonction 

La démonstration du théorème 11 .51 utilise la minoration des constantes de Seshadri du 
diviseur anticanonique de la variété X en étudiant la valeur nef du diviseur ample A. 
Cette étude se fait classiquement dans le cadre des variétés polarisées {X, L), c'est-à-dire 
des couples formés d'une variété X et d'un fibré en droites ample L. 

Définition 4.14 Soit A un diviseur ample sur une variété X factorielle et à singularités 
terminales. La valeur nef de A est le rationnel t{A) = inf{r | Kx + tA est nef}. 

La définition ne dépendant que de la classe d'équivalence numérique de A, pour un 
fibré en droites ample L, on définit la valeur nef de L comme étant la valeur nef de ci(L). 
La valeur nef d'une variété polarisée (X, L) est la valeur nef de la polarisation L. 

On peut noter que le fait que la valeur nef de A soit un rationnel est une conséquence 
du théorème de rationalité ( |Deb01| . theorem 7.34). 

La théorie de l'adjonction est l'étude des variétés polarisées de grande valeur nef. On 
résume dans le théorème l4. 181 1a classification des variétés polarisées {X, L) dont la valeur 
nef est strictement supérieure à dimX — 1. Auparavant, on donne quelques définitions 
concernant les variétés polarisées que nous allons rencontrer. 

Définition 4.15 (Cône généralisé) Soit L un fibré en droites très ample sur une va- 
riété projective V de dimension n et E = Oy^~"' où N ^ n est un entier. On note 
C = F(£' © L) et = Oc(l) f^bré en droites tautologique sur C. Soit (/? : C — > F™ le 
morphisme défini par les sections globales de Ç. On note C]x{V,L) l'image de C par ip et 
la restriction de Opm(l) à Cj\[iV,L). La variété polarisée {C^iV, L),(,l) est appelée 
le cône généralisé de dimension N de base {V, L) . On écrira souvent de manière abusive 
Cn{V,L) au lieu de {Cn{V, L), ^l) ■ 

Définition 4.16 (Scroll) Une variété polarisée {X,L) r-Gorenstein (c'est-à-dire telle 
que rKx soit de Cartier pour un entier r ^ 1) de dimension n est appelée un scroll 
sur une variété V de dimension m s'il existe un morphisme surjectif à fibres connexes 
p : X ^ V et un diviseur de Cartier A ample sur V tel que 

r{Kx + {n-m + 1)L) ~ p*A. 

On peut noter que la fibre générale d'un scroll est un espace projectif (voir [BS93| ). 

Définition 4.17 (Variétés de del Pezzo) Soit X une variété normale r-Gorenstein 
de dimension n dont le diviseur anticanonique est ample et L un diviseur de Cartier 
ample sur X. On dit que {X,L) est une variété de del Pezzo si rKx ~ —{iT' — ^)rL. 
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Théorème 4.18 ([ BS95| . proposition 7.2.2, theorem 7.2.3, theorem 7.2.4) Soit 
L un fibré en droites ample sur une variété X projective, normale, factorielle, à singu- 
larités terminales et de dimension n. Supposons que la valeur nef de L soit strictement 
supérieure à n — 1. Alors la variété polarisée {X,L) est isomorphe à l'une des variétés 
polarisées suivantes : 

— (F'^,0(1)) etT{L) = n + l, 

— {Q,Oq{1)) , où Q est une hyperquadrique dans F"+^ et t{L) = n, 

— (F(i?), O-pi^E) (1)) pour un fibré vectoriel E de rang n sur une courbe lisse et t{L) = 
n, 

— C„(F^, 0-p2{2)), c'est-à-dire un cône généralisé au-dessus de (F^, C'p2(2)) etT^L) = 
n - 1/2. 

Le résultat précédent apparaît aussi sous une forme synthétique dans le livre de Bel- 
trametti et Sommese [BS95| . table 7.1. 

Bien sûr, plus la valeur nef de L est petite, moins la paire (X, L) est contrainte. 
La première valeur nef posant problème est le cas t(L) = n — 1. En effet, si X est 
l'éclatement d'une variété Y projective normale et factorielle en un point lisse, il existe 
un diviseur de Cartier ample L sur X dont la valeur nef est n — 1. Il suffit de considérer 
le tiré en arrière sur X d'un diviseur de Cartier sur Y suffisamment ample et de lui 
soustraire une fois le diviseur exceptionnel. On souhaiterait pouvoir aller plus loin dans 
l'analyse de la variété polarisée (X, L) et pour cela on considère le morphisme associé à 
la valeur nef de L. D'après le théorème d'absence de point de base ("base point freeness") 
de Kawamata-Shokurov, pour tout entier k suffisamment divisible, le système linéaire 
associé à k{Kx + t(L)L) est sans point base. Le morphisme ip : X ^ F^ associé possède 
une factorisation de Remmert-Stein X ^ Y ^ F^ de sorte que X —>■ Y soit à fibres 
connexes, Y soit normale et que le morphisme Y F^ soit fini. 

Définition 4.19 On note ipi le morphisme X ^ Y défini ci-dessus. On l'appelle mor- 
phisme associé à la valeur nef de L, qu'on abrégera parfois en morphisme nef de L. 

Le théorème suivant permet de distinguer les cas où la valeur nef de L est "artificiel- 
lement" gonflée à n — 1 par éclatement. 

Théorème 4.20 ( |BS95| theorem 7.3.2) Soit X une variété projective à singularités 
terminales de dimension n et r un entier tel que rKx soit un diviseur entier. Soit L un 
fibré en droites ample sur X et ipL le morphisme nef de L. Supposons que t{L) ^ n — 1. 
Alors Kx + (n — 1)L est ample à moins que t{L) = n — 1 et qu'on soit dans l'un des cas 
suivants : 

1. —rKx ~ i^in — et dans ce cas {X,L) est une variété de del Pezzo, 

2. {X,L) est une fibration en quadriques au-dessus d'une courbe lisse sous (çl, 

3. {X,L) est un scroll sous (fL au-dessus d'une surface normale, 

4. Le morphisme (fL : X ^ Y est birationnel. Dans ce cas, si de plus X est factorielle, 
alors ifL est la contraction simultanée de diviseurs Ei ~ F"~^ sur des points lisses 
distincts tels que Ei C reg(X), OEi{Ei) — C'pn-i( — 1) et la restriction Le^ de 
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L à Ei vérifie Le^ — C'pn-i(l). De plus, si on pose L' = {(fi^L)**, alors L' et 
Ky + {n- 1)L' sont amples et Kx + {n- 1)L ^^Ky + (n - 

Remarque 4.21 Aux points 1, 2 et 3 du théorème précédent, la restriction de Kx + 
(n — 1)L à une fibre générale est numériquement triviale. En particulier le diviseur Kx + 
(n — 1)L n'est pas gros. 

On peut alors pousser plus loin la classification des variétés polarisées de grande valeur 
nef en considérant leur première réduction. 

Définition 4.22 Soit une variété polarisée {X,L) factorielle et à singularités terminales. 
Si Kx + (n — 1)L est gros et nef, on dit que {X, L) admet une première réduction. Cette 
dernière est une variété polarisée {Y, L') telle que : 

1. si Kx + in—l)L est ample alors la première réduction de {X, L) est {Y, L') = {X, L), 

2. si Kx + (n — 1)L n'est pas ample, la première réduction de {X, L) est la variété 
polarisée {Y, L') introduite au point 4 du précédent théorème. 

Après première réduction, on peut continuer la classification des variétés polarisées. Le 
résultat suivant est une version condensée de [BSQS], theorem 7.3.4. 

Théorème 4.23 (Voir [BS95j . theo rem 7.3.4) Soit {X, L) une variété polarisée nor- 
male factorielle et à singularités terminales de dimension n ^ 3 admettant une première 
réduction {Y,L'). On note ipL' le morphisme associé à la valeur nef de L' . Supposons que 
la valeur nef de L' vérifie n — 2 < t{L') < n — 1. Alors 

1. soit n = 4, t{L') = 5/2, {Y, V) ^ (P^, Opi{2)), 

2. soit n = 3. 

4.2.2 Preuves 

Pour les variétés presque de Fano de petit coïndice, l'existence d'une échelle pour le 
diviseur fondamental permet de ramener la minoration des constantes de Seshadri au cas 
des petites dimensions 

Proposition 4.24 Soit (X, Ax) une paire presque de Fano Ut de dimension n, H un 
diviseur de Cartier gros et nef sur X vérifiant —{Kx + Ax) = (n — c + 1)H pour un 
rationnel c < 4. Alors pour un point x en position très générale, on a 

e{X,H;x) ^ 1. 

Si de plus la variété X est de Fano, factorielle et à singularités terminales, on peut 
obtenir une minoration des constantes de Seshadri de n'importe quel diviseur ample A 
sur X. On peut toutefois noter que dans le cas où X est lisse, de Fano de dimension au 
moins 7 et de coïndice au moins 4, le nombre de Picard de X est 1 ( |Wis90j . theorem 
A) : dans ce cas le théorème 11.51 n'apporte rien par rapport à la proposition 14.241 
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Lorsque Pic(X) = Z, une minoration des constantes de Seshadri du diviseur fonda- 
mental de —Kx induit par homogénéité une minoration pour tout diviseur ample. Bien 
sûr, si X est presque de Fano mais n'est pas de Fano, le nombre de Picard de X est 
strictement supérieur à 1, quelle que soit la dimension de X. Dans le cas singulier, le 
nombre de Picard de X n'est plus aussi contraint par l'indice de la variété et il n'est pas 
clair à l'heure actuell^ si un analogue de la conjecture de Mukai |Muk88| existe dans ce 
cas. Sur ce sujet, on pourra consulter l'article |CJR06| de Casagrande, Jahnke et RadlofF 
qui traite le cas de la dimension 3. Jahnke et Peternell donnent une classificatiorB des 
variétés presque de del Pezzo dans [JP06j . 

Le cas du diviseur anticanonique On peut maintenant prouver la proposition 14.241 
Démonstration (Proposition 14.241) 

L'idée principale consiste à appliquer successivement le théorème 13.91 à X puis aux 
diviseurs ainsi obtenus et à se ramèner à minorer les constantes de Seshadri de L sur une 
surface. 

On procède par récurrence. Supposons que pour toute paire (y, Ay) de dimension 
n — 1 vérifiant les hypothèses de la proposition 14.241 on ait e{Y^HY'-,x) ^ 1, pour un 
point X en position très générale. Soit (X, Ax) une paire de dimension n ^ 4 vérifiant 
les hypothèses. D'après le théorème 13.91 il existe un élément S G \H\ irréductible et 
réduit tel que (5, A^is) soit une paire presque de Fano. D'après notre hypothèse de 
récurrence, les constantes de Seshadri de H\g sont minorées par 1 pour tout point y £ S 
en position très générale. Toute courbe C incluse dans S et passant par y vérifie donc 
H ■ C = iî|5 • C ^ multy C. De plus, le diviseur S étant effectif, toute courbe C non 
incluse dans S et passant par un point y G supp S vérifie H ■ C = S • C ^ mult^ C. On en 
déduit que e{X, H;y) ^ 1 et donc que e{X, H;x) ^ 1 pour tout point x de X en position 
très générale. 

Si (X, Ax) est de dimension 3, il existe d'après le théorème 13.91 un diviseur S G \H\ 
irréductible et réduit. D'après le lemme Um appliqué à H et S, les constantes de Seshadri 
de H sont minorées par 1 en tout point x en position générale. 

□ 

Variétés presque Fano d'indice au moins n — 2 Les cas difficiles pour la minoration 
des constantes de Seshadri du diviseur ample A sont ceux où la valeur nef de A est 
strictement supérieure à n — 2 : en effet, dans ce cas on ne peut utiliser de comparaison 
avec les constantes de Seshadri du diviseur fondamental du diviseur anticanonique. On 
a vu cependant dans la sous-section précédente que les variétés polarisées de valeur nef 
strictement supérieure à n—2 sont classifiées, si l'on excepte celles admettant une première 
réduction. Les deux lemmes suivants établissent la minoration souhaitée des constantes 
de Seshadri pour les variétés intervenant dans cette classification. 



^Merci à Cinzia Casagrande d'avoir bien voulu m'apporter des précisions sur ce sujet. 
■^Nous n'utiliserons pas cette dernière. 
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Lemme 4.25 Soit {X,L) une des variétés polarisées du théorème 4-^^ Supposons de 
plus que X soit rationnellement connexe. Alors les constantes de Seshadri de L sont 
minorées par 1 pour tout point x £ X en position générale. 



Démonstration 

Dans le cas de F" et de Qn et du cône généralisé sur F^, le fibré en droites L est très 
ample donc les constantes de Seshadri de L sont minorées par 1 en tout point de X. 
Dans le cas d'un fibré projectif au-dessus d'une courbe lisse, on peut noter que la courbe 
est F^, l'image d'une variété rationnellement connexe étant rationnellement connexe. Les 
constantes de Seshadri de L sont alors minorées par 1 en tout point de X en effet, X 
est torique donc L est sans point-base d'où la minoration souhaitée ( [Laz04a j example 
5.1.18). 

□ 



Lemme 4.26 Soit (X, L) une des variétés apparaissant au point 2 ou au point 3 du théo- 
rème 4-êiO[ Si l'on suppose de plus que X est rationnellement connexe alors la constante 
de Seshadri de L en un point x en position très générale est minorée par 1. 

Démonstration 

On suppose dans un premier temps que (X, L) est une fibration en quadriques au- 
dessus d'une courbe lisse. La variété X étant rationnellement connexe, cette courbe est 
F^. La courbe étant lisse, la fibration est plate et le faisceau (pL*L est localement libre 
de rang n + 2. On a donc un plongement de X dans lP{ipL*L) de sorte que L soit la 
restriction du fibré C'p((^^^^)(l) à X (voir aussi |ABW93| ). Les constantes de Seshadri 
de C'p(^^^i)(l) étant minorées par 1 en tout point de F((/9l*L), il en va de même pour 
celles de L. 

Supposons maintenant que (X, L) est un scroll au-dessus d'une surface normale S. On 
note p : X ^ S la projection sur S. La fibre générale étant un espace projectif, pour un 
point X £ X en position très générale et une courbe C passant par x et incluse dans la 
fibre contenant x on a L • C ^ mult^; C. 

La variété {X, L) étant un scroll au-dessus d'une surface, il existe un fibré en droites 
ample A sur S vérifiant Kx + (n — 1)L = p*A. Soit maintenant une courbe C passant 
par X non incluse dans une fibre de la projection p. Le point x étant en position très 
générale dans X, il en est de même de son image dans S. On note C l'image de C 
dans S et u : C ^ C et rj : C ^ C leurs normalisations respectives. Le morphisme 
/ = P\c ° Tj : C ^ C se factorise en C ^ C ^ C. On note d le degré du morphisme 
C — > C. De part la position générale de p{x) dans S, on a A-C ^ multp(a.) C. De plus on 
a l'inégalité suivante : mult^ C ^ dumltp(^x) C . On a alors p*A-C ^ (imult^^ C" ^ mult^^ C. 
De plus, d'après la proposition 14.241 on a H ■ C ^ mult^^ C . On a donc 

(n - 1)L • C ^ -Kx -C + p^A-C^rH -C + p*A-C^{n-2) mult^ C + mult^^ C 

et on obtient finalement l'inégalité souhaitée : L ■ C ^ mult^; C . On a donc minoré les 
constantes de Seshadri de L par 1 pour tout point x en position très générale de X. 
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□ 



Après avoir traité tous ces cas particuliers, on peut enfin démontrer le théorème prin- 
cipal : 

Démonstration (Théorème 11.51) On note r(L) = inf{r | iîTx + tL est nef} la valeur 
nef de {X, L). On distingue les cas t(L) ^ n — 2 et t(L) > n — 2. 

Si t{L) ^ n — 2 alors pour tout point x £ X en position très générale, e{X, L;x) ^ 1. 
Soit en effet C une courbe passant par x. Puisque Kx + (n — 2)L est nef, on a 

(n - 2)L • C ^ -Kx ■ C. 

Or e{X, —Kx',x) ^ rx ^ n — 2 d'après la proposition 14.241 et l'hypothèse sur l'indice de 
X. On en déduit que L ■ C ^ mult^; C, c'est-à-dire que e{X, L;x) ^ 1. 

Il reste à traiter le cas t(L) > n — 2. D'après les lemmes 14.251 et [4?26l on peut supposer 
que {X, L) admet une première réduction. Via cette réduction, on obtient une variété 
polarisée (F, L'). D'après le point 4 du théorème 14.201 la valeur nef de L' est strictement 
inférieure à n — 1. 

Supposons que n — 2 < t(L') < n — 1. On peut alors utiliser le théorème 14.231 

Les constantes de Seshadri de C'p4(2) sont minorées par 1 en tout point. De plus, 
un éclatement de ne peut être une variété de Fano d'indice supérieur à 2 : en effet 
si X — > est un éclatement de F^ le long d'une sous-variété lisse, on a Pic(X) = 
Pic(F^) (B '2j ■ E, où E est le diviseur exceptionnel. Donc si la première réduction de 
{X, L) est (F^, Op4(2)), la première réduction est un isomorphisme : en effet, la première 
réduction est l'éclatement d'un nombre fini de points lisses. Dans ce cas, L ~ C'p4(2) et 
on a donc minoré les constantes de Seshadri de L par 1 en tout point de X. 

Si dimy = 3, alors la dimension de X est ausi égale à 3, le morphisme f : X ^ Y 
étant birationnel. La variété X est donc une variété presque de Fano terminale. D'après 
le théorème 13.31 et le lemme lÏÏTTl les constantes de Seshadri de L sont minorées par 1 pour 
tout point X en position très générale dans X. 

Si t(L') ^ n — 2 alors Ky -|- (n — 2)L' est nef. D'après le point 4 du théorème 14.201 on 
a Kx = f*KY + {n — 1)E, où E est le diviseur exceptionnel de / : X — > y. De plus le 
diviseur L est égal à L = f*L' — E. On peut donc écrire 

Kx + {n- 2)L = f*{KY + (n - 2)L') + E. 

Pour un point x £ X en dehors du support de E et toute courbe C passant par x, on 
alors 

{Kx + (n - 2)L) • C = f*{KY + {n - 2)L' + £;) • C7 ^ 0. 
On peut donc conclure de la même manière que dans le cas t{L) ^ n — 2. 

□ 

Minoration pour le diviseur anticanonique des variétés de Fano de dimension 4 Dé- 
monstration (Théorème 11.61) 
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On commence par montrer que les constantes de Seshadri de —Kx sont minorées par 1 
en tout point en position très générale. D'après [KawOQ| . theorem 5.2, il existe un diviseur 
effectif Y G \ — Kx\ tel que la paire {X,Y) soit purement log terminale. En particulier, 
le diviseur Y est irréductible, normal et réduit. De plus Y est Gorenstein, ne possède 
que des singularités canoniques et son diviseur canonique est linéairement équivalent à 0. 
D'après |KawOO| . proposition 4.1, le fibré en droites Oy{Y\y) possède une section globale. 
On note D le diviseur effectif associé. Le diviseur —Kx\y ~ D étant numériquement 
trivial, on peut appliquer le lemme à —Kx\y- Soit x un point lisse de Y pour lequel 
e{Y,Y^Y'-i^) ^ 1- Toute courbe C C X passant par x vérifie —Kx • C ^ mult^; C : si C 
est incluse dans Y cela découle de la minoration de la constante de Seshadri de Y|y en x. 
Dans le cas contraire on a —Kx • C = Y ■ C ^ mult^. C. On a donc e{X, —Kx] x) ^ 1 et 
par semi-continuité des constantes de Seshadri, les constantes de Seshadri de —Kx sont 
minorées par 1 en tout point en position générale. 

Cela conclut le cas où r = 1, c'est-à-dire —Kx = -ff. Si r > 1, la variété X satisfait les 
hypothèses du théorème 11.51 

□ 



Références 



[ABW93] M. Andreatta, E. Ballico, and J. A. Wisniewski. Two theorems on elementary 
contractions. Math. Ann., 297(2) :191-198, 1993. 

[Amb99] F. Ambro. Ladders on Fano varieties. J. Math. Sci. (New York), 94(1) :1126- 
1135, 1999. Algebraic geometry, 9. 

[BCE"'"02] Thomas Bauer, Frédéric Campana, Thomas Eckl, Stefan Kebekus, Thomas 
Peternell, Slawomir Rams, Tomasz Szemberg, and Lorenz Wotzlaw. A ré- 
duction map for nef line bundles. In Complex geometry (Gôttingen, 2000), 
pages 27-36. Springer, Berlin, 2002. 

[BP04] Thomas Bauer and Thomas Peternell. Nef réduction and anticanonical 
bundles. Asian J. Math., 8(2) :315-352, 2004. 

[BS93] M. C. Beltrametti and A. J. Sommese. Comparing the classical and the 
adjunction-theoretic définition of scrolls. In Geometry of complex projective 
varieties (Cetraro, 1990), volume 9 of Sem. Conf., pages 55-74. Mediterra- 
nean. Rende, 1993. 

[BS95] Mauro C. Beltrametti and Andrew J. Sommese. The adjunction theory of 
complex projective varieties, volume 16 of de Gruyter Expositions in Mathe- 
matics. Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1995. 

[CJR06] C. Casagrande, P. Jahnke, and I. Radloff. On the Picard number of almost 
Fano threefolds with pseudo-index > 1. arXiv preprint math.AG/0603090f 
2006. 

[CMSB02] Koji Cho, Yoichi Miyaoka, and N. I. Shepherd-Barron. Characterizations 
of projective space and applications to complex symplectic manifolds. In 



27 



[DebOl] 
[Dem92] 

[EKL95] 
[EL93] 

[Puk06] 

[Har77] 

[JP06] 

[Kaw86] 

[Kaw97] 

[Kaw98] 
[KawOO] 
[KMM04] 

[KMMTOO] 

[KolOT] 

[Laz04a] 



Higher dimensional birational geometry (Kyoto, 1997), volume 35 of Adv. 
Stud. Pure Math., pages 1-88. Math. Soc. Japan, Tokyo, 2002. 

Olivier Debarre. Higher- dimensional algehraic geometry. Universitext. 
Springer-Verlag, New York, 2001. 

Jean-Pierre Demailly. Singular Hermitian metrics on positive line bundles. In 
Complex algehraic varieties (Bayreuth, 1990), volume 1507 of Lecture Notes 
in Math., pages 87-104. Springer, Berlin, 1992. 

Lawrence Ein, Oliver Kiichle, and Robert Lazarsfeld. Local positivity of 
ample line bundles. J. Differential Geom., 42(2) :193-219, 1995. 

Lawrence Ein and Robert Lazarsfeld. Seshadri constants on smooth surfaces. 
Astérisque, (218) :177-186, 1993. Journées de Géométrie Algébrique d'Orsay 
(Orsay, 1992). 

Yoshiaki Fukuma. On a conjecture of Beltrametti-Sommese for polarized 
3-folds. Internat. J. Math., 17(7) :761-789, 2006. 

Robin Hartshorne. Algehraic geometry. Springer-Verlag, New York, 1977. 
Graduate Texts in Mathematics, No. 52. 

P. Jahnke and T. Peternell. Almost del Pezzo manifolds. arXiv preprint 



math.AG/0612516, 2006. 



Yujiro Kawamata. On the plurigenera of minimal algebraic 3-folds with 
K = 0. Math. Ann., 275(4) :539-546, 1986. 

Yujiro Kawamata. Subadjunction of log canonical divisors for a subvariety 
of codimension 2. In Birational algehraic geometry (Baltimore, MD, 1996), 
volume 207 of Contemp. Math., pages 79-88. Amer. Math. Soc, Providence, 
RI, 1997. 

Yujiro Kawamata. Subadjunction of log canonical divisors. IL Amer. J. 
Math., 120(5) :893-899, 1998. 

Yujiro Kawamata. On effective non-vanishing and base-point-freeness. Asian 
J. Math., 4(1) :173-181, 2000. Kodaira's issue. 

Scan Keel, Kenji Matsuki, and James McKernan. Corrections to : "Log 
abundance theorem for threefolds" [Duke Math. J. 75 (1994), no. 1, 99-119 ; 
mrl284817]. Duke Math. J., 122(3) :625-630, 2004. 

Jânos Kollâr, Yoichi Miyaoka, Shigefumi Mori, and Hiromichi Takagi. Boun- 
dedness of canonical Q-Fano 3-folds. Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 
76(5) :73-77, 2000. 

Jânos Kollâr. Kodaira's canonical hundle formula and suhadjunction, vo- 
lume 35 of Oxford Lecture Séries in Mathematics and its Applications, chap- 
ter 8, pages 121-146. Oxford University Press, Oxford, 2007. Preliminary 
draft. 

Robert Lazarsfeld. Positivity in algehraic geometry. I, volume 48 of Ergeh- 
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgehiete. 3. Folge. A Séries of Modem 



28 



Surveys in Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas. 3rd Sé- 
ries. A Séries of Modem Surveys in Mathematics]. Springer-Verlag, Berlin, 
2004. Classical setting : line bundles and linear séries. 

[Laz04b] Robert Lazarsfeld. Positivity in algebraic geometry. II, volume 49 of Ergeb- 
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 3. Folge. A Séries of Modem 
Surveys in Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas. 3rd Sé- 
ries. A Séries of Modem Surveys in Mathematics]. Springer-Verlag, Berlin, 
2004. Positivity for vector bundles, and multiplier ideals. 

[Miy87] Yoichi Miyaoka. The Chern classes and Kodaira dimension of a minimal 
variety. In Algebraic geometry, Sendai, 1985, volume 10 of Adv. Stud. Pure 
Math., pages 449-476. North-Holland, Amsterdam, 1987. 

[Mor82] Shigefumi Mori. Threefolds whose canonical bundles are not numerically 
effective. Ann. of Math. (2), 116(1) :133-176, 1982. 

[Muk88] S Mukai. Problems on characterization of the complex projective space. 

Birational geometry of algebraic varieties. Open problems. The 23rd Intern. 
Sympos. Division of Math. The Taniguchi Foundation. Kataka, 1988. 

[Nak05] Michael Nakamaye. Seshadri constants at very gênerai points. Trans. Amer. 
Math. Soc, 357(8) :3285-3297 (electronic), 2005. 

[Rei83] Miles Reid. Projective morphisms according to Kawamata. 

http :/ /w ww.maths.warwick.ac.uk^miles/3folds/Ka.pdf, 1983. 

[Rei87] Miles Reid. Young person's guide to canonical singularities. In Algebraic 
geometry, Bowdoin, 1985 (Brunswick, Maine, 1985), volume 46 of Proc. 
Sympos. Pure Math., pages 345-414. Amer. Math. Soc, Providence, RI, 1987. 

[Wis90] Jaroslaw A. Wisniewski. On a conjecture of Mukai. Manuscripta Math., 
68(2) :135-141, 1990. 

[Xie04] Qihong Xie. On pseudo-effectivity of the second Chern classes for smooth 
threefolds. Manuscripta Math., 115(1) :101-116, 2004. 



A.B. e-mail : broustet@ujf-grenoble.fr 

Institut Fourier, UMR 5582, UFR de Mathématiques 
Université Joseph Fourier, Grenoble 1 
BP 74 

38402 Saint Martin d'Hères, FRANCE 



29 



